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Aufgabe 04

Beginnen mit der Zustandsgleichung fiir van der Waals (ab nun: reale) Gase

N2 v
= (o) (5-2)

NET; = piV

wobei N, V,p und T jeweils die Teilchenzahl, das Volumen, der Druck und die Temperatur des entsprechenden Gases seien.

bzw. fiir ideale Gase
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Abbildung 1: Zu Aufgabe 04

Identifiziert man den Druck p im Geféfs mit einer Temperatur 7(P) geméf einer affinen Transformation

7(p) =710+ ap
so ergibt sich fiir die beiden Geféfie der Zusammenhang zwischen wirklicher und druck-definierter Temperatur geméf

NKT, N2
V_Nb V2

Reales Gas: 7.(p(Ty)) = 70 + « - [

NET;
1%

Zu erkennen ist: Gleiche Temperaturen 7; = T, entsprechen bei den beiden Druck-Temperaturskalen anderen Werten.
Insbesondere ergeben sich im Kontext dieser beiden Skalen, unterschiedliche absolute Temperaturnullpunkte, das heifst

Ideales Gas: 7;(p(T3)) =70+ -

2

infr, =719 — aaﬁ , inf1;, =719
Fiir N — 0 (das heift bei unendlicher Verdiinnung) gehen beide Skalen ineinander tiber:
N—0 NET N—o

(T, N) — T0—|-Oz? — (T, N)

was auch zu erwarten war, da reale Gase durch Verdiinnung immer mehr den idealen Gasen dhneln.



Aufgabe 05

Betrachten zwei verbundene Geféfse mit jeweils dem Volumen Vi, Vs := V — V;. Erstes Gefaf sei mit einem van der Waals
Gas der Teilchenzahl N und Temperatur T gefiillt, wihrend zweites am Anfangs des Experiments nichts enthalte. Es finde
kein Energie bzw. Stoffaustausch mit der Umgebung statt, so dass nach Expansion bzw. Gleichverteilung des Gases in beide
Geféfle die Gesamtenergie U konstant geblieben sei.
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Abbildung 2: Zu Aufgabe 05

Mit der inneren Energie
1 1

U(T,V)=Co(T —Ty) —aN? | = — —
( ’ ) C( 0) a ( V V() )
ergibt sich die Volumen-Abhéngigkeit der Temperatur

:cons U N2 1 1

Betrachten wir nun die potentielle Energie o, mit der kinetischen Energie Fyi, o< T' des Gases so ist

1 1
Epot ~—Bin~ T~ —— ~——
N~ \%4 r
U—Exin

wobei r der mittlere Abstand zwischen den Teilchen sei. Fiir durch das Potential E; definierte Kréfte muss dann gelten

0 1

Fr-PEy~—
or Pt r

das heifit die Kréfte sind ndherungsweise von 4. Ordnung.

Lemma 01: pV'T-Systemkomplexe
Betrachten n pV'T-Teilsysteme ¥; mit stets gleichem Druck p, Teilchenzahlen N;, Temperaturen T; und der Zustandsgleichung

Vi = V(pi, Ti, N;)

bzw. der inneren Energie

Ui =U(T;, Vi, Ny)

die zusammen ein gemeinsames System % =: EB 3; ergeben, mit der Teilchenzahl

N:=> N

K2

der mittleren Temperatur
1
T:= N % N, T;

der inneren Energie

U:w=> U



und Volumen

V::ZW

%

Dann gilt:

1. Ist V linear in T; und N;, so ist X ebenfalls ein pV'T' System mit der Zustandsgleichung
V=V({p,T,N)

2. Ist U linear in T; und NV;, so gilt analog
U=U(p,T,N)

Beweis:

1. Beginnend mit den oberen Definitionen schreiben wir

v d:ef Z‘/z P=:Pi ZV(ZJ,E,NZ) line%r 2. Z % ) <p’ T}f[Vl,Nz> linegr 3. ZV (p’ T}éVz,N>

9

linear 2. 1
= v<p, N;Tm, N) =V(p.T,N)

——
T

2. Analog zu (1).
O

Aufgabe 06

Die Gasteile seien allgemein beschrieben durch die Beziehungen

ideales

U; Gas cvy N T; + C, NikT; = pV; 1=1,2
mit N := N]_ + NQ.
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Abbildung 3: Zu Aufgabe 06

Druckverlauf

Aufgrund von Energieerhaltung gilt: AN; Teilchen, behalten durch den Ubergang V; — V5, ihre Temperatur 7}, bis sie sich
(instantan) mit V vermischt haben (Energieerhaltung). Somit ist mit einem Teilchenfluss immer eine Temperaturdnderung
im Zielvolumen verbunden, und es gilt

dUs = cy'T) dN» (1)
Schreiben also
N2CVT2
1 U m (Ty — Tz)
dTy = AUy — —2— dN, = 2 _"2) gN, 2
2 NQCV 2 NQQCV 2 Ng 2 ( )



Mit

_ INoKT,
T
ergibt sich
k (2) kT Va
dp=— [N dly + Ty dN3] = — dN; & dNo=—d 3
pV2[2 b+ Ty dNo] v 2 2 lep (3)
Durch
T _ ®3) Vi D pV1
—pdVy =dU = dU; + dUs = Nyey dT'y + cyTy dNy +cyTy dNy = Nycy | — dp+ —— dV; — 5 dN;q
~— N1k N1k N7k —~~
—dN, —dN,
cvVh % cvVa  pW1 cv %
= dp + —p dV; . =—WV+W) dp+ —p dV
g W dik == o dp = (M Ve) dp g dVy
A{—/ 1 A%
erhélt man die Differentialgleichung
k
Vdp=—-|1+—)pdV (4)
cy
deren Losung sich ergibt gemaéfs
[ dp K\ [ dv k. V
1np/~<1+> ~<1+>1n
paA p cy Vv cy Va
pA Va

bzw.

Druckverlauf - Variante

Betrachten den pVT-Systemkomplex der beiden Gasteile X1, Y5, mit den Volumina Vi, V5, dem stets gemeinsamen Druck p
und den Temperaturen T, T5. Sie erfiillen beide die Gleichungen

Ni k’Tz idéales

Vi Ui 2 NieyT;

die sowohl in NV; als auch in 7T; linear sind. Nach Lemma 01 gilt dann auch

NET N1y + NoT:
_ e p s i Nl

\%4 : =V
» N , vV 1+ Vo

und

U=NcyT mit U:=U;+U;
Da %1 @ X5 in seiner Gesamtheit (adiabatisch) geschlossen ist, gilt

dU = —p dV

Formal kann man also Y1 @ Yo als ein homogenes ideales Gas betrachten, so dass man die Warmekapazitdten cy bzw.
cp = cy + k einfithren kann. Bekanntlich gilt dann bei adiabatisch-polytropen Prozessen

dp _ _cp (OTN (Op\ _ (1. kY P
dVﬁ Ccy an oT Vi Ccy \%4

was genau der oben bestimmten Differentialgleichung (4) entspricht.



Errichtete Arbeit

Die an das System errichtete Arbeit ist nach (5) gegeben durch

Ve Ve k k
W= V) dv = AN vy =pavie- (YA
——/p( ) ——pA'/ 7 1 =DPA A'?' V7E -
VA VA

Spezialfall: Luft

k 7
Fiir den Spezialfall Vy =2V;, Vg =Vound 1+ — = 5 ist
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